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Isometrias lineares

Definicio

Uma isometria linear é uma transformacio linear T: V — W entre EPIs
tal que

I T(V)| = vl para todo v € V.

Isometrias lineares sdo as transformacdes que preservam toda a estrutura
de um EPI.

Normalmente & mais pratico verificar que || T(v)||? = ||v||? para evitar
raizes quadradas.
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Isometrias lineares

Exemplo

A rotacdo por um angulo 6 no plano é a transformacdo Ry cuja matriz

na base candnica é o in(6)
cos —sin
[Ro] = Lin(e) cos(6) } )

ou seja,

Ro(x,y) = (cos(0)x — sin(8)y,sin(8)x + cos(0)y).

Entdo Ry é uma isometria linear,
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Isometrias lineares

Exemplo

Ro(x,y) = (cos(0)x — sin(0)y,sin(0)x + cos(0)y).

IRa(x, )12 = | (cos(®)x — sin(8)y, sin(6)x + cos(B)y)

= (cos()x — sin(B)y)? + (sin(8)x + cos(8)y))?
= cos?(6)x? — 2sin(f) cos(8)xy + sin?()y>

+ sin?(0)x? + 2sin(#) cos(A)xy + cos?(A)y
= cos?(0)x* + sin?(0)y?

sin?(0)x? + cos?(6)y?
= (cos?(0) + sin?(A))x? + (cos>(8) + sin?(6))y?
— 324y
=112,

portanto |[Ro(x,y)|| = ||(x,y)].

2

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 21 Isometrias lineares 4/17



Isometrias lineares

Contra-exemplo

Em R?, a transformacio

T(x,y) = (x+,0)

satisfaz
T(1,0) = T(0,1) = (1,0)
logo
IT(LO)[=1=(L,0),  [7(0,1)]|=1=](0,1)[.

Mas T n3o é uma isometria:

IT@ I =M10)l=2 (L 1)]=v2
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Isometrias lineares

Exemplo com funcdes

Considere C[0,1] com o produto L2

1
(r.8) = | F(e(x)dx
A transformacdo
o: C[0,1] — CJ0,1], O(f)(x) =f(1—x)

& um isomorfismo linear.

3
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Isometrias lineares

Exemplo com funcdes

® é uma isometria:
1 1
lo(F)|? = /0 ()| (x)2dx = /0 |F(x — 1)2dx

1

:/ | (t)[2dt trocat=x—1
0

= [If]I?,

portanto, ||®(f)|| = ||f]-
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Isometrias lineares preservam produtos internos

Teorema

Uma transformagio linear T: V — W entre EPIs é uma isometria se, e
somente se, (T(u), T(v)) = (u, v) para todos u,v € V

A segunda propriedade diz que T preserva produtos internos.

Se T preserva produtos internos, entdo usamos u = v para obter

ITWIIZ = (T(v), T(v)) = (v, v) = |v[]%,

logo T & uma isometria.
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Isometrias lineares preservam internos

Se T é uma isometria, entdo
IT(u+ )| =lu+v|?
Expandindo ambos os lados,

IT ()1 + 20T (), T + [ T = [lull® + 2(u, v) + [[v]]?

Mas como T é isometria, || T(u)| = [|ull e [|T(v)|| = ||v|, logo
2<T(U)7 T(V)> =2(u,v)
(T(u), T(v)) = (u,v)
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Isometria lineares e adjuntas

Teorema

Uma transformag3o linear entre EPIs T: V. — W é uma isometria se, e
somente se, T*T = idy.

T é isometria <= para todo v e para todo x, (T (v), T(x)) = (v,x)
<= para todo v e para todo x, (T*T(v),x) = (v,x)
<= paratodov, T*T(v)=v
<~ T'T =idy

Corolario

Uma transformacio linear T: V — W entre EPIs de mesma dimens3o
finita & uma isometria se, e somente se, T é inversivel e T* = T~ L.
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Matrizes ortogonais

Defini¢do

Uma matriz real O € M,(R) & ortogonal se

o'=0""
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Matrizes ortogonais e isometrias

Teorema

Sejam V', W EPIs com dim(V) = dim(W), com bases ortonormais
ordenadas B,C e T € L(V, W). Entdo T é uma isometria se, e somente
se, [T]g é ortogonal.

Seja A = [T]g. Ja sabemos que Af = [T*}g. Assim,

T éisometria < T*T =idy

= [T = v

= [T [T]y=h
—= A'A=1,
— A= [T]g é ortogonal
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Matrizes ortogonais

Consideremos
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Matrizes ortogonais

S3o equivalentes:
@ O é ortogonal
Q@ 0'0=1I,
© As colunas de O s&o ortonormais (com respeito ao produto escalar
usual de R")

Q@ Ot é ortogonal

Q@ 00t=1,

@ As linhas de O s3o ortonormais (com respeito ao produto escalar usual
de R")
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Matrizes ortogonais como matrizes de mudanca de base

Teorema

Uma matriz O € M,(R) é ortogonal se, e somente se, O é uma matriz de
mudanca de uma base ortonormal a outra base ortonormal em um EPI.

. 1€ : :
Se O = [ld]B & uma matriz de mudanca entre bases ortonormais de um
EPI V, entdo

0'0 = [id"]; [id]
= [id*id],
~ [id]
=Vl
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Matrizes ortogonais como matrizes de mudanca de base

Tome qualquer EPI V de dimens3o n com uma base ortonormal ordenada
A= (31,...,3,,).

. . ) o 1A

Se O ¢é ortogonal, entdo & inversivel. Entdo O = [id],, para algum base
ordenada B = (b, ..., b,). Vamos verificar que B & ortonormal.

Para cada /, seja o; a i-ésima coluna de O. lIsso significa que
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Matrizes ortogonais como matrizes de mudanca de base

Como A é ortonormal,
A A
(i, bj) = [bi]” - [B]" = 0i- o),
onde “-" denota o produto escalar usual de R".

Como O é ortogonal, suas colunas s3o ortonormais com respeito ao
produto escalar usual. Ou seja,

) L
(bi,bj) =0i-0j =14 se,. J
0, sei#}j,

o que significa que B = (by, ..., b,) é ortonormal.
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